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An ecient implicit nite-dierence time-domain (FDTD) algorithm in cylindrical coor-
dinates is developed on the basis of a fundamental locally 1-D scheme. The Sherman-
Morrison formula is introduced to treat a cyclic matrix. The eectiveness of the present
method is investigated through the analysis of a metal disc-type terahertz surface wave
splitter. The computation time is found to be reduced to less than half that of the explicit
FDTD method, while maintaining a comparable accuracy.
Key Words : Finite-dierence time-domain (FDTD) method, Locally one-dimensional (LOD)
scheme, Fundamental scheme.
1. まえがき
円柱状デバイスを解析するために，円筒座標系に
おける有限差分時間領域 (FDTD) 法が広く用いられ
ている [1]．FDTD法は陽解法であるため，Courant-
Friedrichs-Lewy (CFL)条件により時間刻み幅の選択
に制限を受ける．特に円筒座標系では，中心軸に近づく
につれ周回方向の空間刻み幅が極端に小さくなる．結
果として時間刻み幅が小さくなり，長時間の計算が必
要になる．この制限を取り除くために，交互方向陰解
(ADI)法 [2]，[3]が円筒座標系 FDTD法に適用されて
いる [4]．加えて，アルゴリズムが ADI法よりも簡素
な局所的一次元 (LOD)法 [5]が円筒座標系 FDTD法
に導入されている [6]．しかしながら，周回方向の終端
同士の界の接続に関しての議論はされていない．
本稿では，円筒座標系 LOD-FDTD法を開発し，さ
らに Fundamental 法 [7]-[9] を用いて計算式を簡素化
する．その際，Sherman-Morrisonの公式 [10], [11]を
適用しながら周回方向の界の接続方法を述べる．円筒
座標系 Fundamental LOD-FDTD (FLOD-FDTD)法
[12]の性能を確認するために，金属円盤型テラヘルツ
表面波分割器 [13]を解析する．精度を維持しながら，
計算時間をおよそ 50%に短縮できることを示す．
2. 本論　
(1) 定式化
従来の円筒座標系 LOD-FDTD 法の式を次に示す
[14]．
1st step:
[I]  t
2
[A]

un+
1
2 =

[I] +
t
2
[A]

un (1)
2nd step:
[I]  t
2
[B]

un+1 =

[I] +
t
2
[B]

un+
1
2 (2)
ここで，
[A]=
26666666664
0 0 0 0 0 c"r
@
@
0 0 0 c"r
@
@z 0 0
0 0 0 0 c"r
@
@ 0
0 cr
@
@z 0 0 0 0
0 0 cr
@
@ 0 0 0
c
r
@
@ 0 0 0 0 0
37777777775
[B]=
26666666664
0 0 0 0   c"r @@z 0
0 0 0 0 0   c"r @@
0 0 0   c"r @@ 0 0
0 0   cr @@ 0 0 0
  cr @@z 0 0 0 0 0
0   cr @@ 0 0 0 0
37777777775
un =

En ; E
n
 ; E
n
z ;H
n
 ;H
n
 ;H
n
z
T
cは自由空間中の光速，"r は比誘電率，r は比透磁率
である．式 (1)，(2)からの有限差分式の導出は，右辺の
算術演算数が多いために比較的複雑になる．幸運にも，
Tanの Fundamental法 [7]-[9]を用いることで，従来の
LOD-FDTD法 [14]と等価でありながら式 (1)，(2)を
簡素化できる．
Fundamental法によって，1st stepの式は次のよう
に導出される．
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ここで，v = [e; e; ez; h; h; hz]T は補助変数である．
式 (3a)の右辺は微分項を含まず，式 (1)よりも簡素で
ある．式 (3)より，最終的に FLOD-FDTD法の式が導
出される [12]．
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ここで， = ; ; zである．式 (10)，(8)，(9)を式 (5)，
(6)，(7)にそれぞれ代入し陰的に解き，引き続き式 (10)，
(8)，(9)を陽的に解く．式 (11)，(12)を用いて，un+ 12
を陽的に得る．式 (2)も 1st stepと同様に簡素化できる．
円筒座標系では界は周回方向に周期的であると見な
せるため，周回方向の終端同士の界の接続に周期境界
条件を適用する必要がある．陽的 FDTD法では，周期
境界条件の適用は容易である．しかしながら，陰解法
では周期境界条件を適用すると巡回行列が生じる．1st
stepでは E 成分，2nd stepでは Ez 成分においてこ
の問題がある．例えば，解くべき E 成分に関する方
程式は次のように表される．
[M ]x = b (13)
ここで，xは未知の e成分を含むベクトル，bは既知
の E およびHz 成分を含むベクトル，
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である．[M ]は行列の右上と左上の要素が非ゼロの巡
回行列となる．したがって，式 (13)は三重対角行列を
解くためのThomasアルゴリズムが直接利用できない．
そこで，式 (13)を次のように書き換える．
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ここで，Sherman-Morrisonの公式 [10], [11]を利用す
ると次式が導出される．
[M ] 1 = [N ] 1   [N ]
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xを解くために，2つの補助式を導入する．
[N ]x1 = b (14)
[N ]x2 = w1 (15)
x1 と x2 を求めれば，式 (13)の xが次式により得ら
れる．
x = x1 +Ax2
ここで，
A =   w
T
2 x1
1 +wT2 x2
:
幸運にも，式 (14)，(15)は三重対角行列であるため，
Thomasアルゴリズムを用いて計算できる．w1は定数
であるため，式 (15)の x2は一度だけ計算をすればよ
い．最終的に，E成分は得られた e成分と式 (11)を
用いて計算される．
(2) 数値解析
テラヘルツ帯では，金属にグレーティング構造を設
けることで擬似的な表面プラズモンポラリトン (SSPP)
を導波できることが知られている．グレーティングの
構造は導波する SSPPの周波数を決定する．この性質
を用いることで，我々のグループでは図 1に示す金属円
盤型テラヘルツ表面波分割器 [13]を考案した．本稿で
は，提案手法の応用例として円盤型分割器を解析する．
1.0 THzと 1.5 THzの分割周波数で動作することを考
慮して，グレーティングの深さを右側と左側でそれぞれ
hR = 50 mと hL = 30 mに選ぶ．グレーティングの
周期数は 9とし，その他のパラメータはwB = 480 m，
wT = 200 m，l = 400 m，r = 80 m，p = 50 m，
d = 20 m，R = L = 135，m = 45 とする．空
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図 1 表面波分割器の構造
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図 2 1.0 THzにおけるH 成分の界分布
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図 3 1.5 THzにおけるH 成分の界分布
間の刻み幅は  = z = 2:0 m， = 7:5 であ
る．陽的 FDTD法において取りうる最大の時間刻み幅
をtCFLとし，FLOD-FDTD法における時間刻み幅
を CFLN = t=tCFL と定義する．
はじめに，分割器上部の界分布を示す．図 2，3はそ
れぞれ 1.0 THz，1.5 THzにおける H 成分の界分布
を表している．比較のため，陽的 FDTD法の結果を併
記している．1.0 THz，1.5 THzの表面波がそれぞれ
右側，左側に強く結合していることがわかる．CFLN
= 10としても，FLOD-FDTD法の結果は陽的 FDTD
法の結果と良く一致している．
表 1 1.0 THzにおける正規化パワー
Explicit FLOD-FDTD
CFLN 1 1 5 10
放射 0.082 0.082 0.082 0.081
反射 0.842 0.842 0.842 0.844
右側 0.051 0.051 0.052 0.053
左側 0.025 0.025 0.025 0.025
合計 1.000 1.000 1.001 1.003
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図 4 計算時間
次に，各方向に伝搬するパワーをポインティングベ
クトルに基づき評価する．構造の上部への放射パワー，
下部への反射パワー，グレーティングに沿って左右に
進むパワーをそれぞれ算出する．表 1に 1.0 THzにお
ける正規化パワーを示す．CFLN = 1のとき，FLOD-
FDTD法の結果は陽的 FDTD法の結果と良く一致す
る．CFLNを大きくしていくと陽的FDTD法の結果か
ら離れていくが，CFLN = 10としても陽的 FDTD法
との差は 0.5%未満である．なお，FLOD-FDTD法の
結果は従来の LOD-FDTD法の結果と完全に一致する．
最後に，Core i7-4790 (3.6 GHz) を搭載した PCを
用いた際の計算時間について言及する．陽的 FDTD法
と FLOD-FDTD法の結果を図 4に示す．CFLN = 10
のとき，FLOD-FDTD法の計算時間は陽的 FDTD法
の 46%に短縮されることがわかる．ちなみに，FLOD-
FDTD法の計算時間はFundamental法を用いない従来
の LOD-FDTD法 [14]と比較して 8%短縮されている．
3. まとめ
Fundamental 法を用いた効率のよい円筒座標系
LOD-FDTD 法を開発した．巡回行列を取り扱うた
めに，Sherman-Morrisonの公式を導入した．FLOD-
FDTD法の性能を評価するために，各方向に伝搬する
パワーに注意して金属円盤型テラヘルツ表面波分割器
を解析した．合理的な精度を維持しながら，計算時間
が陽的 FDTD法のおよそ 50%に短縮できることを明
示した．
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